
项 目 进 度 安 排 最 常 用 的 方 法 是 关 键 路 线 法

（CPM）和计划评审技术（PERT），而这两种方法应用

的前提是假定资源供应无约束。 如果某一种或几种

资源供应能力受到限制， 将可能导致整个项目进度

的延期。 如何在多资源约束的情况下合理进行项目

进度规划，保证项目总工期最短，这是一类 NP 完全

问题，求解难度相当大。 文献[1]基于 CPM/PERT 网络

提出一种资源均衡归一化的启发式优化方法。文献[2]

提出了资源约束下工序新的排序准则进行网络计划

优化的启发式方法。文献[3]基于枚举式分支切割法提

出了新的多资源约束下施工计划的优化方法。文献[4]

提出解决该类问题的一般算法， 并给出具体的算法

步骤。文献[5]提出一种基于模糊理论的自适应模拟退

火启发算法。文献[6]基于遗传算法提出了一种启发式

优化方法，并进行了相应的测试。 文献[7]建立一个基

于多 Agent 系统来解决多资源约束条件下的多项目

进度的调度问题。
文献 [8]提出一种双向的蚁群算法来解决此类问

题。但这些方法并不能得到最优解，而只能求出满意

解， 而且计算结果的满意度在很大程度上受到工程

项目不同的复杂度和相关特点的影响[9]。
分支定界法作为一种求解策略， 在解决现实生

活中最优化问题方面取得了发展。与动态规划一样，
分支和定界仅是一种决策，不是算法，而决策就是必

须配合具体问题的结构以形成一个可实现的解题算

法[10]。 本文基于分支定界法的思想并改进搜索策略，
提出一种新的精确求解多资源约束下项目进度规划

最优化问题的算法。 首先依据数学模型中的约束条

件并结合网络图中活动的逻辑关系和资源约束进行

合理分支构建搜索树，回避了组合爆炸问题；然后通

过基于广探法思想提出的优选原则对搜索树中的分

支节点进行分析比较， 仅保留非劣可行解进行下一

步分析，进一步缩小搜索空间提高求解效率，最终可

获得最优解。 最后通过实例进行分析表明该算法在

求解多资源约束条件下项目规划问题的有效性，同

时对于资源平衡优化问题以及合理权衡项目竣工时

间与资源配置两者之间关系都有一定的现实指导意

义。

一、问题的数学描述

本文所讨论的问题符合以下三个假设条件：
（1）每项活动都遵循完成-开始的逻辑关系

对于工程项目活动通常存在四种逻辑关系：开

始-开始、开始-完成、完成-开始、完成-完成，最常

见的是完成-开始逻辑关系，而其他三种逻辑关系都

可以通过增加虚工序的方法在网络图 中 转 变 为 完

成-开始的逻辑关系， 所以本文统一采用完成-开始

逻辑关系。同时，由于单代号网络图（AON）相对于其

他网络图在表述活动逻辑关系方面更清晰明确，而

且易于算法的实现， 所以本文采用单代号网络图进

行分析。
（2）每项活动一旦开始就不能中断

如果存在某些活动允许中断， 可以考虑把此项

活动按需分成几项单独的不可再分活动进行分析。
（3）每项活动所需的资源都小于资源的最大供

应量
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该假设表明如果实际情况不符合则问题明显无

解。
以上对三个假设条件的分析表明上述假设条件

不失问题的一般性。
资源约束下项目进度规划问题的整数规划数学

模型可以表示如下[11]：
min fn

S.T.
fj-fi叟dj，（i，j）∈H

St

Σrik燮bk ， k=1，2，…，K

其中， a1，a12…ai 表示单代号网络图中的活动代

号；fi 表示活动 ai 的完成时间，dj 表示活动 aj 的持续

时间；H 表示所有符合完成-开始逻辑关系的活动集

合；K 表示 K 种不同资源，rik 表示活动 ai 单位时间内

第 k 种资源的需求量，bk 表示第 k 种资源的限量。

二、算法的实现

分支定界法（branch and bound）是上世纪 60 年

代初由 Land Doig 和 Dakin 等人提出的， 由于这方

法灵活且便于用计算机求解， 现在已是解整数规划

的重要方法。 最优化求解过程如图 1 所示，首先依据

网络图中活动的逻辑关系和资源约束条件， 将可行

解的集合分成数个子集， 在搜索树上体现为由 p 层

母节点生成 p+1 层子节点； 然后再根据优选规则对

子节点进行分析比较， 仅保留可能产生最优解的节

点进行下一步的分析，虚框节点表示被淘汰的劣解，
不进行下一步的分支求解。 此过程不断反复并更新

分支节点状态直到取得最优解。

1.分支过程

设节点 i 在 t 时刻状态由集合 Fi、Si、Ui 表述，分

别表示已完成的活动集合、已安排的活动集合、尚未

安排的活动集合。 设集合 Ei 表示节点 i 在 t 时刻所

对应的在集合 Ui 中紧前活动都已完成的所有活动

集合， 先假设在无资源约束条件下， 确定由集合 Ei

中所有活动组成的组合方案集合 Pi， 然后再分别对

Pi 中元素进行验证， 从中选择 t 时刻仅满足资源约

束条件下的可行方案集合 Ai， 并依此进行分支构建

搜索树。

例如假设节点 2 在 t 时刻状态为：F2={a1，a2}、S2=
{a3}、U2={a4，a5，a6}， 其中 U2 中仅活动 a4、a6 满足所有

紧前活动都已完成条件，则 E2={a4，a6}，由 E2 中所有

活动在无资源约束条件下组成的组合方案集合 P2=
{a4，a6，a4a6 }，其中 a4a6 表示两活动同时开始，但现有

资源仅能满足其中一个活动开始实施， 故 A2={a4，
a6}，依此可构建两个分支节点。

2.优选过程

如果对前面分支过程生成的所有可行节点无目

的地继续分支，进行完全枚举，将大大增加搜索工作

量，降低算法效率，而且对于求解大型复杂项目是不

现实的。 应根据实际问题设计优选原则对可行节点

进行分析，本文基于广探法（breadth-first search）思

想提出了三种原则对可行方案集合 Ai 中元素进行

进一步分析优选。
设 n（Si）表示集合 Si 中活动的个数；f（Si）表示集

合 Si 中每一个活动的计划完成时间；EF （Si） 和 LF
（Si）分别表示集合 Si 中最早和最晚活动的计划完成

时间。 Fi+Si=Fj+Sj 表示节点 i 和 j 中的已完成和已安

排的活动组成的集合中元素相同， 例如：F2={a1，a2}，
S2={a3}，F3={a1}，S3={a2，a3}，则 有 F2+S2=F3+S3；然 后 可

通过下面优选原则对其进行分析。
规则 1：当 n（Si）=1 时，如果 LF（Si）>LF（Sj），则

节点i 为劣解被淘汰。 例如：在上例中 n（S2）=1，如果

LF（S2）=6、LF（S3）=5，则节点 2 被淘汰。
规 则 2：当 n（Si）>1，且 Fi哿Fj，即 Si=Sj+（Fj-Fi）

时，如果 f（Si）≥f[Sj+（Fj-Fi）]，即 i 节点 Si 中每个活动

的完成时间都不早于 j 节点，则节点 i 被淘汰。例如：
在上例中 n（S3）>1，F3哿F2，即 S3=S2+（F2-F3）={a2，a3}，
如果 f（S3）={4，4}、f[S2+ （S2-F3）]={3，4}，则节点 3 被

淘汰。

规 则 3：当 n（Si）>1，且 Fi芫Fj，如 果 f（Fi+Si）≥f
（Fj+Sj）， 即 i 节点 Si 和 Fi 中每个活动的完成时间都
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不早于 j 节点，则节点 i 被淘汰。例如：F2={a1}，S2={a2，
a3}，F3={a2}，S3={a1，a3}，即 满 足 n（S2）>1 且 F2芫F3，如

果 f（F2+S2）=f{a1，a2，a3}={2，3，4}，f（F3+S3）={2，1，4}，则

节点 2 被淘汰。
优选流程如图 2 所示， 其中虚框中表述对节点

进行逻辑分析优选过程；输入为待分析的节点；输出

Gp+1 表示通过优选后搜索树中 p+1 层保留的可以继

续进行分析求解的节点集合。
3.算法流程

步骤 1：初始化

对单代号网络图中的根节点进行初始化赋值，令 t1=
0，p=0，S1={a1}。

步骤 2：更新搜索树 p 层节点 i 的状态

首先更新时钟 ti，令 ti=EF（Si），同时更新 i 节点

对应的活动状态， 即把所有计划完成时间等于 ti 的

活动由 Si 集合更新到 Fi 集合，并且这些被更新的活

动不再占用资源；
如果时钟 ti 可以被更新，转到下一步；
如果时钟 ti 不能被更新， 输出当前状态并转到

步骤 2 更新 p 层其它节点， 如果没有可更新节点则

计算结束。
步骤 3：确定 Ei

节点 i 更新后， 确定 Ui 中所有紧前活动都已完

成的活动集合 Ei；
如果 Ei=覫，转到步骤 2 更新当前节点，否则转

下一步。
步骤 4：确定 Ai

在无资源约束条件下，确定由集合 Ei 中所有活

动组成的组合方案集合 Pi， 然后再分别对 Pi 中元素

进行验证， 在 Pi 中选择 t 时刻仅满足资源约束条件

下的可行方案集合 Ai，并依此构建分支节点；
如果 Ai=覫，转到步骤 2 更新当前节点，否则转

下一步。
步骤 5： 判断 p 层是否还存在尚未分支的其它

节点， 存在则转到步骤 2 对搜索树 p 层其它节点按

照上述步骤进行分支，否则转到下一步。
步骤 6：确定 Gp+1

按照优选原则对 p+1 层中的所有新构建的分支

节点进行分析比较，仅保留非劣解 Gp+1，则完成 p+1
层搜索树的优选过程并转到步骤 2 进行下一层搜索

树的构建和分析。

三、案例分析

本文分别对文献[12]、[13]和[14]中的案例进行了

分析并得到了精确的最优解。下面仅对文献[12]中的

案例进行详细的分析，单代号网络图如图 3 所示，计

算过程如下：

进行第一层分支，如图 4 所示：
步骤 1：对根节点进行初始化，令 t1=0，p=0，S1=

{a1}；
步骤 2：更新节点 1 的状态，由于 a1 为虚活动，

所以 t1=EF（S1）=0，同时 a1 更新为完成状态，即 F1=
{a1}，并且 a1 不再占用资源；

步 骤 3：确 定 E1，由 于 a1 已 完 成，故 U1 中 只 有

a2、a3 满足所有紧前活动都已完成，则 E1={a2，a3}；
步骤 4：确定 A1，在不考虑资源约束条件下由 E1

确定其集合中所有活动的组合方案集合 P1={a2，a3，
a2a3}， 通过对 P1 中元素可行性进行验证表明三种方

案都满足资源约束条件，故 A1={a2，a3，a2a3}，并依此构

建分支节点 2、3、4；
步骤 5：由于第 1 层仅有 1 个母节点，故第 1 层

分支都已完成并转到下一步；
步骤 6：确定 G2，当前第二层节点状态：F2={a1}，

S2={a2}；F3={a1}，S3={a3}；F4={a1}，S4={a2，a3}。由于目前还

没有满足 Fi+Si=Fj+Sj 条件的节点进行分析比较，故

保留 A1 中所有可行方案，即 G2={a2，a3，a2a3}，同时转

到步骤 2 进行下一层分析。

进行第二层分支：
步骤 2：对节点 2 进行状态更新，t2=EF（S2）=1，

F2={a1，a2}，S2＝覫，同时 a1、a2 不再占用资源；
步骤 3：由于 F2={a1，a2}，则 E2={a3，a4，a5}；
步骤 4：P2={a3，a4，a5，a3a4，a3a5，a4a5，a3a4a5}，由于P2

图 3 单代号网络图
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中仅有前三种方案满足资源约束，故 A2={a3，a4，a5}，
并依此构建分支节点 5、6、7；

步骤 5：此时第 2 层分支过程尚未结束，故转到

步骤 2；
步骤 2：对节点 4 进行更新，t4=EF（S4）=1，F2={a1，

a2}，S4={a3}，同时 a1、a2 不再占用资源；
步骤 3：由于 F2={a1，a2}，S4={a3}，则 E2={a4，a5}；
步骤 4：P4={a4，a5，a4a5}，由于 S4={a3}，表示 a3 正在

进行并占用相应资源，可推出 P4 中三种方案都不满

足资源约束，故 A4＝覫，并转到步骤 2；
步骤 2： 对当前节点 4 再次进行状态更新，t4=

EF（S4）=2，F4={a1，a2，a3}，S4＝覫，同时 a1、a2、a3 不再占用

资源；
步骤 3：由于 F4={a1，a2，a3}，S4＝覫，则 E4={a4，a5}；
步骤 4：P4={a4，a5，a4a5}，由于 P4 中 a4a5 不满足资

源约束，故 A4={a4，a5}，并依此构建分支节点 9、10；
步骤 5：此时第 2 层还有节点 3 未分析，故转到

步骤 2 对节点 3 进行分析，由于此节点较简单，故这

里略去分析过程仅给出生成的分支节点 8；
步骤 5：此时第二层节点分支过程已完成，转到

步骤 6；
步骤 6：确定 G3，由于节点 6、8 与节点 4 都满足

Fi+Si={a1，a2，a3}，故可以通过优选原则进行比较分析，
其中：F4={a1}，S4={a2，a3}；F6={a1，a2}，S6={a3}；F8={a1，a3}，
S8={a2}。 对于节点 6，n（S6）=1，可依据规则 1 分析，由

于 LF（S6）=3，LF（S4）=2，LF（S6）>LF（S4），故节点 6 为

劣解被淘汰。 对于节点 8，n（S8）=1，由于 LF（S8=3，LF
（S4）=2，LF（S8）>LF（S4），故节点 8 也为劣解被淘汰。

按照上面过程继续构建搜索树进行分析求解，
直到没有可以继续更新状态的节点，计算结束，并从

搜索过程输出的结果中可以得到最优解。
同时， 本文对于有无资源约束两种条件下的进

度安排以及资源使用情况进行了对比分析。 首先利

用 Project2003 软件针对两种情况下的进度安排生

成甘特图，如图 5、6 所示。 对于本例在资源约束下求

得的最优解仅比无约束条件下按照关键路线法求得

的最短工期多一天。 从图 7、8 的三种资源使用量对

比中我们可以看到， 在有资源约束条件下的资源使

用量更趋于平缓， 而且对于本例从图 8 中我们可以

分析出如果资源约束变为 r1=4，r2=4，r3=3， 最短工期

不变， 这对于资源平衡优化问题以及合理权衡项目

竣工时间与资源配置两者之间关系都有一定的现实

指导意义。
同理对文献[13]和[14]中的案例按照此最优化算

法进行了分析求解， 最终求解过程直接输出了最优

解方案，再一次证明了该算法的有效性。

四、结语

本文在前人研究基础上， 基于分支定界法的思

想并改进搜索策略提出一种新的精确求解多资源约

束下项目进度规划问题的最优化算法， 实例分析表

明算法在求解多资源约束条件下项目规划最优化问

题的有效性， 同时对于资源平衡优化问题以及合理

权衡项目竣工时间与资源配置两者之间关系都有一

定的现实指导意义。
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图 5 无资源约束条件下项目进度

图 6 有资源约束条件下项目进度
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图 7 无资源约束条件下资源使用量
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图 8 有资源约束条件下资源使用量
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Project Scheduling under Multiple Resource Constraints Based on Branch and
Bound Procedure

CHEN Yong-qiang， SONG Ying， GONG Chen
（School of Management Tianjin University, Tianjin 300072）

Abstract: In this paper a new exact algorithm is proposed for solving project scheduling problems under multiple resource constrains
which is based on the branch and bound procedure. The enumeration tree is generated by the feasible branches emanating from a
parent node subject to precedence and resource constraints in the network. Then the feasible branches are evaluated by using the
pruning rules based on the breadth-first search solution strategy, and the worse ones will be eliminated from the enumeration tree
while the better will continue branching until they get the best solution. It is proved by examples that this new exact algorithm is
efficient, providing a method for resource balance and a reasonable trade-off between resource allocation and duration.
Key words: branch and bound procedure; resource constraints; project scheduling; resource allocation
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